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Variable Compleja I. Examen XV

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Integrando una conveniente funcién sobre la poligonal I'g
dada por
[—R,R, R+ mi, —R + mi, — R]

con R € RT, calcular la integral:

+oo
/ cos(z) I
oo ETFETT
Ejercicio 2 (2.5 + 1.5 puntos). Sea f € H(C*) y supongamos que f diverge en 0

y en oco. Probar que f se anula en algiin punto de C*.

» Extra Demostrar que, de hecho, f se anula al menos dos veces (contando
multiplicidad) y que tiene un nimero finito de ceros.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Para cada n € NU {0}, sea f,, : C — C la funcién dada
por

"t cos(t 4 22) + sen(t? — 2)
fn(z) = /n T dt

para todo z € C.
1. Probar que f, € H(C).

2. Probar que la serie de funciones entera »_ f,, converge en C y que su suma es
n=0
una funcion entera.

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sean f,g € H(C) de modo que

(6 (0) =

para todo n € N. Probar que una de las funciones es un polinomio de grado uno y
que la otra es un polinomio de grado tres.
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Ejercicio 1 (2.5 puntos). Integrando una conveniente funcién sobre la poligonal I'g
dada por
[-R,R, R+ mi,— R+ i, —R)|

con R € RT, calcular la integral:
T cos
/ _cos(z)
oo €T FETT

o0

Veamos en primer lugar en qué puntos se anula el denominador de mi funcion a
integrar:

eteF=0= ¥ =-1 = 22€Log(—1)=iArg(~1)=i(r+21Z) = zcin(Y2+7).
Sea por tanto A = im (/24 Z). Definimos la funcion:

f: C\A — C
PG
ez_l_e_z

Notemos que f € H(C\ A), y que A" = (), por lo que podemos aplicar el Teorema
de los Residuos. Como C es homolégicamente conexo, podemos aplicar el Teorema
de los Residuos para cualquier ciclo X en C \ A. Para todo R € R", consideramos
la poligonal siguiente:

I'r=[-R,R|+[R,R+mi] — [-R+ 7, R+ 7mi] — [-R, —R + 7i]

representada en la Figura 1, donde:

[-R,R|: [-R,R] — C
t —
[R,R+mi|: [0,7r] — C
t — R+t
[-R+mi,R+mi]: [-R,R] — C
t — t+am
[-R,—R+mi]: [0,71] — C
t — —R+1it

Por el Teorema de los Residuos, tenemos que:
f(2)dz = 2mi Z Res(f, zo) Indr,, (20).
Lr 20€A
Calculemos ahora los indices de los polos. Para cada k € Z*, tenemos que:
[t (i (02 4+ ) m)| = |42+ K) ] >
Por tanto, para todo R € R, tenemos que:

Indr,, (i (Y/2+ k)7) =0 para todo k € Z*
Indr, (i (Y2)7) = 1.
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—[=R + mi, R + 7] Yy

A

Y
—[-R,—R + 7i] ! ¢i(l/2+0)m 1 [R, R + mi]

Y

"R B

Figura 1: Poligonal de integracion I'g del Ejercicio 1.

Por tanto, tenemos que:
(2)dz = 2mi Res(f,i (1/2) ).
g

Antes de calcular el residuo, calculemos las integrales resultantes. Tenemos que:

R eiz
/ f(z)dz = / ——dz
[~ R,R] _R€+e*

Tomando limite con R — +o0, la parte que nos interesa es la parte real. Por tanto,
vamos por buen camino. Calculamos el resto de las integrales:

61'2 .
‘/RR+TM1 f(Z) dZ < T - Sup{ m Lz e [R,R+7TZ]}
donde, para todo z € [R, R + mi|*, tenemos que:
|6iz| — e—Imz < 60 -1
|ez+6—z| 2 “€Z| o |e—z|} — |€Rez _e—Rezl — |€R —G_R — 6R_ €_R.
Por tanto, tenemos que:
1
f()dz| < 7" ———.
‘/[R,R—Fm‘] h eft —e

Como esta expresiéon es valida para cualquier R > 0, podemos hacer R — 400 y
tenemos que:

lim f(z)dz=0.

R=+00 JIR R+mi]

Veamos ahora qué ocurre con la integral sobre el segmento [—R, —R + 7i]:

[—R,—R+mi]

donde, para todo z € [—R, —R + mi|*, tenemos que:

e’LZ

er +e %

<7r-sup{ :ZG[—R,—R+m’]}

|67Lz‘ — e—Imz < 60 -1

|€Z+€_Z| > “ez| _ |6—2H _ |€Rez_e—Rez| _ |6_R—€R :eR—e_R.



Variable Compleja I. Examen XV

Por tanto, tenemos que:

] / £(2) dz
[~ R,— Rti]

Como esta expresion es valida para cualquier R > 0, podemos hacer R — 400y
tenemos que:

1

T .
eR _ ¢—R

lim f(z)dz = 0.
R—=+00 JI_R —Rtni]

Veamos ahora qué ocurre con la integral sobre el segmento [—R + 7i, R + mil:

R R l(t+im) R eite=m
z)dz = t+am dt:/ . . dt:/ . — dt
/[—R—i—m,R—i—m'] f( ) /;R f( ) R et+im e—(t+im) R etei™ 4 e—te—im

R oit R it R
_p—€et—e” _pet+et _R

Por tanto, uniendo todas las integrales que hemos calculado, y tomando el limite
con R — +00, tenemos que:

+oo
2miRes(f,i (Y2)m) = (1+e77) f(2)dz
Ahora calculemos el residuo en el punto i (1/2) 7:
T T et
I <_~._> — 1 <_'._>.—
Ay o) =t e rry) e
Por el Teorema de la Regla de L’Hopital, tenemos que:
x 1
lim (z—i-z) f(z)=e"2- lim ——— =e~
z—)z‘-g 2 z—>i~g e? — e~ % e
Por tanto, sabemos que f tiene un polo simple en 7 - 7, y que:

us = 1
R <,'._>:—5._._
es| f,1 5 e 57

Por tanto, tenemos que:

+oo _ 2miRes (f.i-%) T2

d = .
. f(z)dz 1+e ™ 1+e™

Por tanto, como buscamos la parte real de la integral anterior, tenemos que:

T cos(x) oo e 2 e 2
———dr =R dz) =R -
/oo e e( T Z) e(1+e—“> L+er
Ejercicio 2 (2.5 + 1.5 puntos). Sea f € H(C*) y supongamos que f diverge en 0
y en oo. Probar que f se anula en algiin punto de C*.
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» Extra Demostrar que, de hecho, f se anula al menos dos veces (contando
multiplicidad) y que tiene un nimero finito de ceros.

Opcién Complicada y sin el Extra

Sea f € H(C*) tal que:

lim f(2) = +o0 y lim f(z) = +o0.

z—0 zZ—400

Supongamos por reduccion al absurdo que f no tiene ceros. Entonces, podemos
definir:
g: ¢ — C
1
z — =

f(2)

Notemos que g es holomorfa en C*. Veamos como definirla en el origen:

=0

. .1

o) =i 775
donde hemos usado que f(z) — 400 cuando z — 0. Por tanto, podemos definir
(notemos el abuso de notacién):

g: C — C

0 siz=0
z — L ) i}
e si z e C*.

Como g € H(C*) y g continua en el origen, por el Teorema de Extension
de Riemann, tenemos que g € H(C). Veamos ahora que g es acotada en C.
Para todo R € R*, como g es continua y D(0, R) es compacto, tenemos que
g (5(07 R)) es acotado. Ademads, veamos el comportamiento de g en el infinito:

lim g(z) = lim —— =0

donde hemos usado que f(z) — 400 cuando z — +o00. Por tanto, tenemos que
g es acotada en C. Por el Teorema de Liouville, tenemos que g es constante,
pero esto es una contradiccién, puesto que f no es constante. Por tanto, f
tiene al menos un cero. Por tanto, 3z € C* y g € H(C) con g(z) # 0 tal que:

f(z) = (z = 20)9(2)

Veamos ahora que el nimero de ceros de f es finito y mayor o igual que
2 (contando multiplicidad). Supongamos que f tiene un ndmero infinito de
ceros (que sabemos que serd numerable). Consideramos la siguiente sucesion
de ceros:

{#n}nen € Z(f)
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Como f diverge en +00, sabemos que {z, }nen estd acotada, por lo que admite
una parcial {z,, }ren que converge a un punto z € C:

{an}keN — 2y € C.
Supongamos que 2z, = 0. Consideramos la sucesién de imagenes de los ceros:

{f(znk>}kEN = {f(o)}keN = {O}keN — 0

No obstante, esto contradice el hecho de que f diverge en el origen. Por tanto,
zp # 0. Como hemos encontrado un punto de acumulacién de Z(f) en C*, te-
nemos que f es idénticamente nula, lo que contradice el hecho de que f diverge
en el origen. Por tanto, f tiene un nimero finito de ceros.

Opcion Directa y que, ademas, incluye el apartado extra

Como f diverge en el origen, sabemos que el 0 es un polo de orden k£ € N de
f. Por tanto, 3V € H(C) tal que:

f(z) = Vz e C*
donde ¥(0) # 0. De esta forma:
U(z) = 2"f(2) Vz e C".

Puesto que conocemos el comportamiento de f en el infinito, sabemos que ¥(z)
diverge en el infinito. Por tanto, como ¥ € H(C) y ¥ diverge en el infinito,
por el Corolario del Corolario del Teorema de Casorati, tenemos que ¥ es un
polinomio. Estudiemos ahora el grado de ¥. Haciendo uso de que f diverge en
el infinito, tenemos que:

m f(z) = tim S~ Lo

z—+00 z—+00 Zk
Este es un limite de un cociente de polinomios que diverge, por lo que el grado
del numerador es mayor que el grado del denominador. Por tanto, se tiene
degV¥U = m € N, donde m > k. Por el Teorema Fundamental del Algebra,
sabemos que V¥ tiene m raices. Como sabemos que:

f(z) = () Vz e C,

Sabemos que Z(f) = Z(¥), y por tanto f tiene m ceros.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Para cada n € NU {0}, sea f,, : C — C la funcién dada
por

fu(z) = /"+1 cos(t + 22) + sen(t? — z2) i@t
n 1+t4
para todo z € C.
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1. Probar que f, € H(C).
Definimos la siguiente funcion:
¢: [nn+1xC — C

(t2) cos(t + 22) + sen(t? — 2)
1+t

Veamos que ¢ estd bien definida; es decir, que no se anula el denominador.
Como t > n > 0, tenemos que 1 +t* > 1 > 0. Por tanto, ® estd bien definida.
Por tanto, ® es continua y, fijado ¢t € [n,n + 1], tenemos que la aplicacién
z + ®(t, z) es holomorfa en C. Por tanto, por el Teorema de Holomorfia de
Integrales dependientes de Pardmetros, tenemos que f,, € H(C).

2. Probar que la serie de funciones entera »_ f,, converge en C y que su suma es
n=0
una funcion entera.
Sea K C C compacto. Veamos que la serie de funciones converge uniforme-
mente en K. Para cada n € N, z € K, tenemos que:

n+1 2 2
cos(t + z°) + sen(t* — 2)
0= [ L
n +1
cos(t + 22) + sen(t? — 2)
<sup{ L t € [n,n+ 1]

donde hemos hecho uso de que:

N+t =1+t">1+n"
| cos(t + 2%) +sen(t? — 2)| < |cos(t + 22)| + | sen(t? — 2)| =
= | cos(t) cos(z?) — sen(t) sen(2?)| + | sen(#?) cos(z) + cos(t*) sen(z)| <
< | cos(t) cos(2?)| + | sen(t) sen(z?)| + | sen(t?) cos(z)| + | cos(t?) sen(z)] <
< | cos(2?)| + | sen(2?)] + | cos(2)| + | sen(2))|

En importante destacar que no podemos acotar el seno y el coseno complejos.

Como K es compacto y las funciones seno, coseno y modulo son continuas,
tenemos que IM € RT tal que:

M = méx {| cos(z?)| + | sen(2®)| + | cos(z)| + |sen(z)| : z € K } .

Por tanto, tenemos que:

M M
1—|—n4<ﬁ VneNyzeK.

Por tanto, por el Test de Weierstrass, tenemos que la serie de funciones »_ f,
n=>0
converge uniformemente en K.

Como f, € H(C) para todo n € N, por el Teorema de la Convergencia de
Weierstrass, tenemos que la suma es una funcién entera.

10
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Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sean f,g € H(C) de modo que

()

para todo n € N. Probar que una de las funciones es un polinomio de grado uno y
que la otra es un polinomio de grado tres.

Definimos el siguiente conjunto:

A:{l:nEN}
n

Como A" = {0} C C, podemos aplicar el Pincipio de Identidad, y deducir que:
flg(z) =2 VzeC

Supongamos que ¢ es una funcién entera no polinémica. Por el Corolario del
Teorema de Casorati, 3{z, }nen C C con {z,} — oo tal que:

{9(2)} = 0.

Ese hecho, junto con la continuidad de f, nos permite deducir que:

{F(g(zn))} = F(0).

Por otro lado, {z,} — oo, junto con la continuidad de f, gy que f(g(z)) = 2°,
nos permite deducir que:

{f(g(zn))} = o0.

Por tanto, llegamos a que la suecién {f(g(z,))} es a la vez convergente y diver-
gente, lo que es una contradiccién. Por tanto, g es un polinomio.

Suponemos ahora que f no es un polinomio. Por el Corolario del Teorema de
Casorati, IH{wy, fney C C con {w,} — oo tal que:

{f(w,)} — 0.

Ahora, haciendo uso de que g es sobreyectiva por ser un polinomio (gracias al
Teorema Fundamental del Algebra), podemos encontrar una sucesion {z, }nen C C
tal que:

9(zn) = wy Vn € N.

Por tanto, tenemos que:

{f(9(z0))} = {f(wn)} = 0.

Por otro lado, supongamos que {z,} — « € C. Entonces, por la continuidad de
g tenemos que:

{9(z)} = {wn} = g(@)

11
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En contradiccién con que {w,} — oo. Por tanto, {z,} — oo. Por la continuidad de
f,9 v que f(g(z)) = 23, tenemos que:

{f(9(zn))} = {20} = o0.

Por tanto, llegamos a que la suecién {f(g(z,))} es a la vez convergente y diver-
gente, lo que es una contradiccion. Por tanto, f es un polinomio.

Por tanto, f y g son polinomios. Como f(g(z)) = 23, tenemos que:

deg(f) - deg(g) = 3 = {deg(f),deg(g9)} = {1,3}.

Por tanto, una de las funciones es un polinomio de grado uno y la otra es un poli-
nomio de grado tres.
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